Exordium: modelos de optimizacion

30 de agosto de 2026

Al conducir un vehiculo, evitar girar a la izquierda en una interseccién de doble
via, usando una ruta alternativa, puede ser maés eficiente. Al menos, este parece
ser el caso de UPS, una compaiiia de mensajeria en Estados Unidos. Segtin un
reportaje de 2017 [1], UPS habria ahorrado 10 millones de combustible, emitido
20 mil toneladas menos de diéxido de carbono y entregado 350 mil paquetes
més al afio con rutas optimizadas que observaban la politica de no girar a la
izquierda.

El caso anterior, del campo de la logistica, es un problema de optimizacién. Per-
miten modelar problemas en los que, bajo un conjunto de restricciones, se busca
identificar la mejor decision. En particular me refiero acé a la optimizacién como
un conjunto de aserciones y procedimientos matematicos que permiten minimizar
(o maximizar) un criterio de decisién. Me atrevo a afirmar que este enfoque es el
esquema operativo central en las relaciones actuales de interdependencia.

Por ejemplo, en la microeconomia el precio éptimo es un monto intermedio entre
lo que vendedor quiere cobrar y lo que el consumir esta dispuesto a pagar. En una
fabrica, los cortes de material mas eficientes son aquellos que producen la menor
cantidad de desperdicio o que requieren el menor tiempo para su utilizacién. De
manera similar, las noticias seleccionadas por los algoritmos de las redes sociales
son aquellas con la mayor probabilidad de capturar la atenciéon de los usuarios,
segun el perfil trazado de cada uno de ellos.

La optimizacién tiene un papel central en la forma en que funcionan nuestras
sociedades. Es en la optimizacion matematica donde encuentran su expresiéon
mas operativa los paradigmas de la racionalidad instrumental y del cédlculo
utilitarista [2 y 3]. Asi que, comprendiendo mejor cémo opera la optimizacién
matemaética, podemos entender mucho mejor como funcionan los mecanismos
sociales que determinan en gran medida lo que podemos o no hacer.

Esta nota es una introduccién a los modelos de optimizacién. Basado en
Cornuejols y Reha (2018), retomo una definicién bésica y describo los principales
tipos de problemas de optimizacién. Como caso de aplicacién, reproduzco el
modelo media-varianza de Markowitz para la optimizacién de portafolios. Sobre
esa base, desarrollo un ejemplo con dos activos, y presento un programa escrito
en C para resolverlo.

Definicién béasica

Optimizacién es el proceso para encontrar la mejor decisiéon satisfaciendo un
conjunto de restricciones. Un problema de optmizacién tiene la forma de:
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donde:

o x ={xX1,X2,...,Xn} es el vector de las variables de decisién
e f:R"™ — R es la funcién objetivo
e Las restricciones, que son expresadas como igualdades o desigualdades

Una solucion factible es un valor de x que satisface las restricciones. La solucion
optima es una solucion factible que es la vez el mejor valor posible de la funcién
objetivo, es decir un punto x’ para el cual f(x') < f(x), para todos los x que
son soluciones factibles.

Tipos de problemas

A continuaciéon se mencionan diferentes problemas de optimizacion, dada la
naturaleza de la funcién objetivo y las restricciones bajo las cuales se deben
minimizar (o maximizar, segin el caso).

Programacion lineal: la funcién objetivo es lineal y a la vez, las restricciones
son un conjunto finito de igualdades y desigualdades lineales.
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para los vectores ¢ € R™, b € R™, d € RP, y las matrices A € R™*" y
D € RP*™.

En algunos programas sociales, donde los beneficiarios atentidos y el impacto
pueden ser cuantificados con alguna métrica razonable, la distribucién del pre-
supuesto se puede plantear como un problema de programacién lineal. Se trata
de maximizar el impacto agregado sujeto a un techo presupuestario y a cober-
turas minimas para los grupos prioritarios. Por supuesto, implica asumir que los
rendimientos son constantes y que los efectos cruzados no son significativos.

Programacién cuadratica: Es una extensién de la programacion lineal en la
cual algunos de los términos de la funcién objetivo son cuadraticos.
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Por lo general se asume que la matriz Q € R"™* "™ es simétrica, por lo que
xTQx = xTQx, donde Q = %(Q +Q7T).

La funcién objetivo %XTQX +cTx es convexa si y solo si la matriz Q es positiva
semidefinitiva, es decir, xTQx < 0, Vx € R™.

Mas adelante se desarrolla con detalle, como ejemplo, la optimizacién de portafo-
lios mediante el uso de programacién cuadratica. Se trata de encontrar cuanto



invertir en cada activo con el fin de maximizar la relaciéon entre el retorno esper-
ado y el riesgo del portafolio, medido por la dispersion de los retornos, bajo la
restriccion de que todo el capital se invierte en operaciones de largo (primero
compra y luego venta).

Programacion entera mixta: es un problema de optimizaciéon que restringe
a que algunas o todas las variables de decisién toman valores enteros. Esto
significa que z;, € Zy j € J C{1,2,...,n}.

Un caso especial es cuando el modelo incluye variables binarias, lo que incre-
menta el poder del modelado, pero con costos en términos de manejabilidad
computacional.

Un ejemplo de este tipo de optimizacion se encuentra en el disefio de juris-
dicciones electorales. Se busca dividir el territorio en distritos de poblacién
aproximadamente igual, cumpliendo criterios de continuidad geografica, com-
pacidad territorial (forma geométrica simple) y representacién proporcional de
comunidades. Varios atributos se representan con variables binanrias combinadas
en restricciones de balance y topografia.

Optmizacién estocastica: se trata de problemas con variables aleatorias.

ming o(F(x,w)) s.t. x € X

o representa una medida de riesgo, por ejemplo la esperanza: F(x,w). En estos
problemas, el conjunto de decisiones x deben realizarse antes que el resultado
aleatorio w ocurra.

Un ejemplo se encuetra en el disenio de algunos programas anti-pobreza, donde las
transferencias condicionadas ocurren en presencia de riesgo de empobrecimiento
por diversos factores. Dado que hay incertidumbre sobre el ingreso efectivo de
cada hogar, el problema es estocastico ya que no puede ignorar la dispersiéon de
las realizaciones posibles.

Los problemas de optimizacién pueden también incluir series temporales, que
incluye la optmizacién estatica y la multiperiodo. La primera corresponde a
casos donde el futuro es modelado como una etapa tnica, mientras que en la
segunda el futuro es una secuencia o un continuo de etapas.

Caso de aplicacion

El modelo media-varianza de Markowitz (1952) para la optimizacién de portafo-
lios, bajo el principio de diversificacion, puede ser formulado como

1
minx§’yXTVx + 1Tx

El vector de variables de decisiéon x representa las proporciones entre los activos
que forman parte del portafolio, sujetos frecuentemente a la restriccién 1Tx = 1,



es decir que las proporciones deben sumar 1. Otras restricciones pueden requerir
que x; > 0, es decir que solo se pueden tomar posiciones en largo. El término
xTVx es la varianza del portafolio, como medida del riesgo, v uTx es el retorno
esperado. La constante de aversion al riesgo v > 0 determina la relacién opuesta
entre retorno y riesgo.

Este modelo se basa en la idea de que si solo se conocen dos hechos sobre un
activo, su retorno promedio y la dispersion esperada, entonces la mejor decision
de cudnto invertir queda determinada por la aversién al riesgo. Un inversionista
con alta aversion elige un portafolio de baja varianza y en consecuencia de menor
retorno, mientras que si tiene menor aversiéon al riesgo, entonces puede buscar
mas retorno, pero aceptando una mayor varianza. Bajo esa consideracién, el
modelo sirve para encontrar la mejor relacion entre media y varianza.

Ejemplo

Asumiendo un inversionista tiene alta aversién al riesgo (7 = 10), que evalia un
portafolio con dos activos:

Retornos esperados:

_ |p1| _ |0.05
v= [l = o)
Matriz de covarianza:

Vo of oi2] _ [0.04 0.01
021 03 0.01 0.09

Restriccién: todo el capital debe ser invertido, 1Tx = 1 y solo se permiten
posiciones en largo, x; > 0.

Con esos datos, la volatilidad del portafolio, xTVx, es:

02 = 0.0422 + 2(0.01)z1 25 + 0.0922 = 0.0422 + 0.0221 25 + 0.0922
P 1 2 1 2

El retorno del portafolio, uTx, es:

tp = 0.05z1 + 0.102-

Dado que z1 + z2 = 1, se puede sustituir zo = 1 — 1 para dejar las expresiones
previas en términos de una sola variable (z1):

Sustituyendo en la varianza:

0.0422 4+ 0.0221 (1 — 21) + 0.09(1 — 21)?



0.112% — 0.162; + 0.09

Sustituyendo en el retorno:

0.05z1 + 0.10(1 — z1) = 0.10 — 0.052

La funcién completa a minimizar es:

1
flar) = 5 (10)(0.112f —0.16z1 +0.09) — (0.10 — 0.05:)

f(z1) = 05527 — 0.752; + 0.35

Para encontrar el punto donde se minimiza esta funcion, se toma la primera
derivada respecto a z1 y se iguala a cero:

daf
— =2(0.55)x1 — 0.75 =0
da:l ( )xl
1.10x; — 0.75 =0
0.75
71 =g~ 0-6818 (68.18%)

Dado que z1 + 22 = 1:

2o =1—0.6818 = 0.3182 (31.82%)

Ambos valores son positivos, por lo que cumplen con la restriccién de posiciones
en largo.

Por lo tanto, de acuerdo con el modelo media-varianza de Markowitz, el inver-
sionista debe colocar el 68.18% de su capital en el activo 1 and 31.82% de su
capital en el activo 2.

Con el portafolio 6ptimo, el retorno esperado del portafolio es 6.59% con una
varianza de 0.032. Es decir, un retorno intermedio pero con una varianza menor
que la de cualquiera de los activos individuales, reflejando el hecho de que una
apropiada diversificacién reduce el riesgo.



Caja de herramientas

El ejemplo anterior puede ser sumarizado con la siguiente expresion para el valor
optimo de x1:
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Esta formula, para la optimizacién de un portafolio con dos activos, puede ser
automatizada con el siguiente cddigo, donde los indices empiezan en 0 en lugar
de 1, de acuerdo con las reglas de C, y la matriz de varianza es representada
como un arreglo lineal.

#include <stdio.h>

typedef struct {
int n_assets;
double risk_aversion;
double *mean;
double *cov;
} Portfolio;

double get_x1_optimize_two_assets(Portfolio *pf) {
double b = pf->cov[0] + pf->cov[3] - 2.0 * pf->cov[l];
double a = ((pf->mean[0] - pf->mean[1]) / pf->risk_aversion) +
pf->cov[3] - pf->cov[i];
double x1 = a / b;
return x1;

}

int main() {
Portfolio pf = {
.n_assets = 2,
.risk_aversion = 10.0,
.mean = (double[]){ 0.05, 0.10 },
.cov (double[]){
0.04, 0.01,
0.01, 0.09,

+

double x1 = get_x1_optimize_two_assets(&pf) ;

double x2 = 1.0 - x1;

printf ("Proporciones: x1=%.3f x2=0.3f\n", x1, x2);
return O;

}

Al compilarlo y ejecutarlo, se produce el siguiente despliegue:



gcc markowitz-two-assets.c —o markowitz-two-assets
./markowitz-two-assets
Proporciones: x1=0.682 x2=0.318

La salida concuerda con el resultado del ejemplo numérico.

Cierre

En esta nota he ofrecido una introduccién a los modelos de optimizacion, pre-
sentado una definicién béasica y describiendo los principales tipos de problemas.
Es maés, el modelo media-varianza de Markowitz ilustra la conexién entre la
formulacién matemaética, el andlisis numérico y la implementaciéon computacional.

Si un problema puede ser expresado en términos de una funcién objetivo y
restricciones en forma de igualdades o desigualdades, es bastante probable que
exista un algoritmo eficiente con el cual encontrar valores 6ptimos.
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Notas

1. Ver el articulo “Why UPS drivers don’t turn left and you probably shouldn’t
either”, publicado por The Conversation (2017, Jan. 20).

2. En su obra “Economia y Sociedad”, cuando M. Weber explica la accién
racional con arreglo a fines, en contraposicion la accién guiada por los val-
ores, las costumbres o las emociones, habla de quien sopesa “racionalmente
los medios con los fines, los fines con las consecuencias implicadas y los
diferentes fines posibles entre si”.

3. M. Horkheimer y T. Adorno, en su obra “Dialéctica de la Ilustracién”,
escriben que “lo que no se doblega al criterio del calculo y la utilidad es
sospechoso para la Ilustracién”, cuando sostienen que la razén al reducirse
a un instrumento de calculo, control y utilidad, se vuelve totalitaria y
dogmatica.


https://theconversation.com/why-ups-drivers-dont-turn-left-and-you-probably-shouldnt-either-71432
https://theconversation.com/why-ups-drivers-dont-turn-left-and-you-probably-shouldnt-either-71432
https://archive.org/details/dialectica-de-la-ilustracion
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